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Transformada de Fourier e
°
A principios del siglo XIX, Joseph Fourier indica que toda funcion
periodica puede ser expresada como una suma infinita de senos y
cosenos de distintas frecuencias.
El analisis de Fourier de una seial permite determinar sus
frecuencias, pero a costa de perder la informacién de tipo
temporal. (no dice cuando aparece cada frecuencia).
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; eses
Transformada de Fourier HH
oo
°

e N

Signal Constituent sinusoids of different frequencies

En el caso de las imdgenes, las “sefiales” corresponden a los niveles
de gris o intensidad de las diferentes filas o columnas de la
matriz de la imagen.

El ¢je del tiempo se “reemplaza” por los ejes X-Y
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Transformada de Fourier 3
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Transformada de Fourier i
IMAGEN CON ALTAS IMAGEN CON BAJA IMAGEN CON FRECUENCIA

FRECUENCIAS FRECUENCIA NULA
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. eeoo
Transformada de Fourier 3
HH
Imagen de grises con variacion sinusoidal .
de intensidad a lo largo del eje x con
periodo de 16 pixeles.
>
Transformada de Fourier, que
Frecuencia: I ciclo/ 16 pixel muestra la frecuencia presente
- 0.0625 Hz* en el eje x (positiva y negativa)
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Hz* = ciclos/pixel
. eeoo
Transformada de Fourier i
o0
°

Transformada de Fourier en formato de “manto”
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i 22,
Transformada de Fourier HH
o0
Imagen de grises con variacion sinusoidal °
de intensidad a lo largo del eje x con
periodo de 4 pixeles.
Frecuencia: 1 ciclo /4 pixel Transformada de Fourier, que
w 0.25 HZ* .
muestra la frecuencia presente
Hz* = ciclos/pixel en el eje x (positiva y negativa)
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; eseo
Transformada de Fourier sect
o0
°

Imagen con una discotinuidad a lo largo
del eje X

1]

Imagen binarizada de la transformada de
Fourier. Se observa como existen
frecuencias a lo largo de “u”
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Transformada de Fourier HE
Vista del “manto” de la transformada de Fourier de una :
discontinuidad en el eje X
200
150
100 \}
Transformada de Fourier

TF de una imagen TF de un Filtro
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Transformada de Fourier 3

Imagen original

TF inversa de la convolucion de
TF original con el filtro

prb@2007 13

Transformada de Fourier 3

Imagen de TF de un filtro pasa bajos
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Transformada de Fourier

Imagen de TF de un filtro pasa altos
Huy)

AT

prb@2007

Transformada de Fourier

Filtros pasa banda:

Se pueden construir en base a un FPB y un FPA.
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Tratamiento de Imagenes:

Dominio Frecuencias:

FIGURE 4.31
Homomaorphic
|:“ Tl y -1
fix5) In DFT Hiuv) (DFT) exp 263 filtering approach
for image
enhancement.
H{uv) FIGURE 4.32

Cross section of a
circularly

symmetric filter
function. D(u, v)
Yel is the distance
from the origin of
the centered
transform.

TL

D(u,v)
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Tratamiento de Imagenes:
Dominio Frecuencias:

ab

FIGURE 4.33

(a) Original
image. (b) Image
processed by
homomorphic
filtering (note
details inside
shelter).
(Stockham.)
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Tratamiento de Imagenes:

Dominio Frecuencias:

ab |Flu) |F(u)

cd

FIGURE 4.34 T i
(a) Fourier i | e T — T
spectrum showing -M72 [ Mo AN, 0 2 M-1
back-to-back }+———One period —— fa————One period ——

half periods in

the interval

[0, M — 1].

(b) Shifted
spectrum showing
a full period in the
same interval.

(c) Fourier
spectrum of an
image, showing the
same back-to-back
properties as (a),
but in two
dimensions.

(d) Centered
Fourier spectrum.
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Tratamiento de Imagenes:

Dominio Frecuencias:

flx.y) |:> F(x,v) |:> Fu,v)

1-D 1-D
row column
transforms transforms
prb@2007 Imagenes: Gonzalez&Wood

FIGURE 4.35
Computation of
the 2-D Fourier
transform as a
series of 1-D
transforms.
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Tratamiento de Imagenes:

Dominio Frecuencias:
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FIGURE 4.36 Left: - m — : m
convolution of oo oo

two discrete him) himy

functions. Right:

convolution of the

same functions, B —
taking into i

account the - "
implied N L2

periodicity of the h(—m)

DFT. Note in (j)
how data from
adjacent periods
corrupt the result

of convolution. m

T 0 am 4w

m

5

fla)=g(xy fix)=gix)
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.
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Tratamiento de Imagenes:

Dominio Frecuencias:

b
c
d

e

Folm)

FIGURE 4.37

Result of

performing

convolution with ; : .

extended :

functions.

Compare Farm)

Figs 437(c) and
36(c)

v £ L] . =

hy(-m)

i(x = m)

.

J S | o —

Fil) )
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Tratamiento de Imagenes:

Dominio Frecuencias:

a b

Incorrect

Correct

Missing

=

A+C -1

One of the two
original images

Zero padding

c

FIGURE 4.38
[llustration of the
need for function
padding.

(a) Result of
performing 2-D
convolution
without padding.
(b) Proper
function padding.
(c) Correct
convolution
result.

f B+D -1

properly padding the input images

Result of tiltering in the frequency domain without

f Q
Properly extended (padded) image

Correct

P=A+C-1

|+

o=B+D-1

Q

Result of filtering in the frequency domain with
properly padded input images.
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FIGURE 4.39 Padded lowpass filter is the spatial domain (only the real part is shown).

Tratamiento de Imagenes:
Dominio Frecuencias:

e |

«andbbil

FIGURE 4.40 Result of filtering with padding. The image is usually cropped to its
original size since there is little valuable information past the image boundaries.

Imagenes: Gonzalez&Wood
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Tratamiento de Imagenes:

Dominio Frecuencias:

ahb
cd
3

FIGURE 4.41
(1) Image.

prb@2007 25

Transformada de Fourier
F(u,v)= n;nfi:ﬁ;[(caf)'eXp(—ZM(u°c/nc+v-f/nf)

generalmente sevisualiza el modulo :

‘F (u, v)‘ = J [Re(u,v)]2 + [Im(u,v)]2
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Transformada de Fourier sess.

F(u,v)= nclnf iil(c, f)exp(—2zmi(u-c/nc+vf/nf)
e=1 f=1

Expresion periodica de la Transformada de Fourier:

F(u,v)=

! ; I(c, f)]cosQa(uc/nc+v-f I nf)+i-sinr(u-c/nc+v-f I nf)]

nc-n
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Transformada de Fourier

El rango dinamico del espectro de Fourier es
mayor al rango tipico de las imagenes (256).
Para una mejor visualizacién se puede
utilizar el logaritmo de la transformada.
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Transformada de Fourier oe

FF(u,)=255%log(1+ |F(u,v)| )/max( log(1+|F(u,v)|) )
Normalizacion de la matriz en el rango 0-255

prb@2007
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Transformada de Fourier
Valor Medio: °
F(u,v)= @ggf(x,y)exp(—%d(ux/nc +vy/nf))

evaluando para u,v=0,0:

ne—1nf-1

F(0,0)= nclf SS £ vyexp(0)

x=0 y=0
ne—1nf-1

F(0,0)= nclf Z Zf(x, y) = promedio

x=0 y=0

prb@2007
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Transformada de Fourier 3

[ XX
[ X J
Sin embargo, existe una implementacion mas [ J
. . eficiente de la transformada denominada FFT
Algo”'ltm 0. (Transformada rapida de Fourier)
double A[] [xydim];
double freal[][xydim];
double fimag[][xydim];
double phi, suml, sum2;
for (int i = 0; i <N; i++)
for (int j = 0; j <N, j++) {
suml = 0;
sum2 = 0;
for (int x = 0; x <N; x++)
for (int y = 0; y <N, y++) {
phi = 2 * PI *(i * x + j *y) / N;
suml = suml + A[x][y] * cos(phi);
sum2 = sum2 + A[x][y] * sin(phi);
}
freal[i] [j] = suml / N;
fimag[i] [j] = -sum2 / N;
}
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- 000
Transformada de Fourier
(XXX
[ LX)
[ X )
[ ]
Algoritmo:
LOW LOW HIGH HIGH
2 L e | S
HIGH | HIGH Low | Low
HIGH | HIGH / Low | Low \
{ \
) |I
|
, : | ;
LOW LOW HIGH HIGH
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Tratamiento de Imagenes:

Dominio Frecuencias:

2400

— FIGURE 4.42

1800 -

C(ny 1200

Computational
advantage of the
FFT over a direct
implementation
of the 1-D DFT.
Note that the
advantage
increases rapidly
as a function of a.
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Tratamiento de Imagenes:

Dominio Frecuencias:

TABLE 4.1
Summary of some
important
properties of the
2-D Fourier
transform.

Property Expression(s)
| Mo1N-
. S _ . Y o2 (wxf M 4wy /N
Fourier transform  F(u, v) = N > S flx e +/
MN = =
[nverse Fourier ! e
- (x. _ Y‘_ Y‘_F u.v e;z:[m;m /N
transform f(x.) == (u.v)
Polar Fu,v) = |[F(u, v)|e#w

representation

Spectrum

Phase angle
Power spectrum
Average value

Translation

|F(u,v)| = [R¥(u.v) + fz(u.v)}"rz. R = Real(F) and
I = Imag(F)

B(u,v) = tan '[:?((21))7

Plu.v) = |Flwv)[

=

= 1S,
Flay) = F0.0) = o= ;} J_Z:.]f(-l-}’)
f(:f. y)ejl-lm.t.a‘.w- w3/ N) o= F{H — v — E"[l)
flx = xpy = w) = F(u. v)e 2rls/Hmiy)
When x, = 4y = M/2and y, = v, = N /2. then
Fla.y)(—1)"Y = Flu — M/2.v — N/2)

flx — M/2,y = N/2) & Flu.v)(-1)*"
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Tratamiento de Imagenes:

Dominio Frecuencias:

Conjugate Flu,v) = F*(—u,—v)
symmetry |F(u. )| = |F(—u.—v)
aflx,y
Differentiation % = (ju)'Flu,v)
e a"F(u, v)
iy flxy) & — o—
Laplacian Vi(x,y) = (u? + *)F(u, v)
Distributivity Afilx y) + folx )] =3[ 0] + 3[fH0x 0]
M[filxy) - )] # SAGn] - Sfaxy)]
Scaling af(x,y) < aF(u.v), flax, by) < ‘—LlF(u/a v/b)
Rotation x = rcosél y =rsing U= wcose V= wsing
flr.o + 6y) = Flo.¢ + 0)
Periodicity F(u.v) = F(u + M.v) = F{lu.v + N) = F(u + M.v + N)

fley)y=f(x+ M y)=flx.y + N)=f(x + M.y + N)

Separability See Eqs. (4.0-14) and (4.6-15). Separability implies that we can
compute the 2-D transform of an image by first computing 1-D
transforms along each row of the image, and then computing a
1-D transform along each column of this intermediate result. 35
The reverse, columns and then rows, yields the same result.

Tratamiento de Imagenes: ssee
- o000
Dominio Frecuencias: b
[ ]
Property Expression(s)
Computation 1 (RS
N N [ & N 2 (x fM +uvfN)
of the inverse MNf (x.y) = MN ?:] f:]F (. v)e
Fourier ] This equation indicates that inputting the function F* (g, v)
translorm using — jnyg an algorithm designed to compute the forward transform
a forward (right side of the preceding equation) vields f*(x, y)/MN.
transtorm Taking the complex conjugate and multiplying this result by
algorithm MN gives the desired inverse.
i 1 M-1 N1
Convolution” fleyysn(xy) = ——3 ¥ f(m.n)h(x — m.y — n)
MN m=0 n=0
1 M-1 N1
Correlation’ Fley)eh(xy) = —— > 3 f(m.n)h{x + m,y + n)
i i MN = 5 i
Convolution fle.y)=h(xy) & Flu.v)H(u v):
theorem” fx, y)h(x, J,) < Flu.v)= H(u.v)
Carrelation flx.y)eh(x. y) = F*(uv)H(u, v):
theorem? FH(x y)h(x, v) = Flu.v) o H(u.v)
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Tratamiento de Imagenes: 3

0000
Dominio Frecuencias: ::'

Some uselul FT pairs:
Impulse dlx,y) = 1
Gaussian AV Imoe Tl ) o g et
sin(wua) sin(=vb)
Rectangle rect[a. b] = abmme Jm(uatob)
Cosine cos(2mupx + 2muyy) =
%[S{N Fugov +ovy) F e ug v vy)]

Sine sin(2mugx + 2wvpy) =

f% (8 + ug. v + vy) = 8 — ug. v — )]

" Assumes that functions have been extended by zero padding.

Transformada de Fourier

En Matlab:

F = ££t2(IM);

Se debe realizar un “swap” entre los cuadrantes
para visualizar de forma estandar

o0 o°

F2 = fftshift(F);

)

% generalmente se visualiza el valor absoluto

S = abs(F2);
imshow (S, []);

% para mejorar rango dinadmico de visualizacién

S2 = log(1+S);
imshow(S2,[]);
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Transformada de Fourier 3

En Matlab:
F = ££t2 (IM);

% Se debe realizar un “swap” entre los cuadrantes
% para visualizar de forma estandar

F2 = fftshift(F);

% generalmente se visualiza el valor absoluto
S = abs(F2);
imshow (S, []);

Q

% para mejorar rango dindmico de visualizacién

S2 = log(1+S);
imshow (S2,[])
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