Capitulo 4

TRANSFORMADAS
DE IMAGEN

En el presente capitulo se trataran los siguientes temas:

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

Introduccion a la Transformada de Fourier.

Extensién a dos dimensiones.

La Transformada discreta de Fourier.

Transformada discreta de Fourier en dos dimensiones.
Algunas propiedades de la TF en dos dimensiones.

4.5.1 Separabilidad

4.5.2 Traslacién

4.5.3 Periodicidad y simetria conjugada.
4.5.4 Rotacion.

4.5.5 Distributividad y escalamiento.
4.5.6 Valor promedio.

4.5.7 Laplaciano.

4.5.8 Convolucion.

4.5.9 Correlacion.
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4.1 Introduccién a la Transformada de Fourier.

Sea f(x) una funcién continua de la variable real x. La Transformada de Fourier (TF) de f(x),
que se denota 3{f(x)} se define por:

S{)=Flu)= Tf(x)-e‘f'z”‘”‘dx (4.1)

dada F(u), f(x) puede obtenerse mediante la Transformada inversa de Fourier:

SHF(u)= f(x)

= J.F(,u)-eJZﬂ'uxdx *2)

Las ecs. (4.1) y (4.2) se denominan el par de Transformada de Fourier y se puede demostrar
que existen si f(x) es continua e integrable y F(u) es integrable; estas condiciones se

satisfacen normalmente en aplicaciones practicas.

En relacién a imagenes, f(x) sera funcioén real; la TF de una funcién real es, sin embargo,
generalmente compleja, esto es:

F(u)=R(u)+ jI(u) (4.3)

donde R(,u) e 1(,u) corresponden — respectivamente — a las componentes real e imaginaria de
F(u).

Una forma alternativa usual de expresar la ec. (4.3) es del tipo exponencial, esto es:

Flu)=|F(u) - /) (4.4)
donde
|F () =y R (1) + 17 (1) (4.5)
y
(1)
¢(xu)_ arc g(R(/:l)j (4.6)

La funcion de magnitud |F(x) se denomina Spectrum de Fourier de f(x) y ¢(x) su angulo de
fase.

El cuadrado del Spectrum:

R? () + 17 (u)
se denomina comUnmente Spectrum de Energia de f(x).

La variable u se denomina comunmente variable frecuencia, hecho que deriva de la formula de
Euler:
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o2 _ cos(2mex)— jsen(2mux) (4.8)

Si se interpreta la integral de (4.1) como el limite de una sumatoria de términos discretos,
resulta que F(y) esta compuesta por una sumatoria infinita de términos seno y términos

coseno, y que cada valor de p determina la frecuencia de su correspondiente par seno-coseno.

Ejemplo: Considérese una funcidon simple como la de la figura 1a. Su T.F. se obtiene
empleando la ecuacion (4.1) como sigue:

Tfm [FQul
a) AX b)
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Fig1: Funcioén simple (a) y su Spectrum de Fourier (b).

resultando una funcién compleja. El Spectrum de Fourier esta dado por:

|sen(zuX ) e_j”'LLX‘

rlof-| 2

X

=A4AX

El grafico de F(u) se indica en la fig1b.

4.2 Extension a dos dimensiones.

La transformada de Fourier puede ser extendida a una funcion f(x,y) de dos variables.

Si f(x,y) es continua e integrable y F(,U,v) es integrable, se tienen las condiciones suficientes
para la existencia del siguiente par de Transformadas de Fourier.
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St epl=Fluv)=| Tf(x,y)-e‘fz”(‘“wdxdy (4.9)
y :
5P = £(0)= | TF(ﬂ,v)-e‘fz”(‘“W)dudv (4.10)

donde p y v son las variables de frecuencia.

Tal como en el caso de una dimension, el Spectrum de Fourier, y los de fase y energia, estan
dados, respectivamente, por:

(e, v) = R () + 12 (1.) (4.11)
¢(,u, v) = arctg( ;((Z’,‘;))J (4.12)

E(u,v)=|F(u,v)’

(4.13)
:RZ(,u,v)+ 12(,u,v)

Ejemplo: funcién de dos dimensiones f(x,y) y su TF F(u,v), graficadas en la fig2.
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Fig2: a)Funcion de dos dimensiones.
b) Su Spectrum de Fourier
c)El Spectrum representado como una funcién de intensidad.
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La TF de Fourier de f(x,y) esta dada por:
Flu,v)= j jf(x, y)- e_j2”W+W)dxdy
X

Y
= A~J.e_12”mdx']‘e_]2mydy
0 0

. X . Y
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Fig3: Otros ejemplos de funciones de dos dimensiones. Algunas de ellas presentan, para su tratamiento matematico,
un grado significativo de complejidad. Se presenta solo el Spectrum final mediante una funcion grafica de luminosidad.

4.3 La Transformada discreta de Fourier.

Supéngase que una funcién continua f(x) es discretizada en una secuencia:

U Geo ) S g + Ax) (g + 20, £ + [N = T]AX)}
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tomando N muestras uniformemente espaciadas en Ax unidades entre si, tal como se muestra
en la figura 4.
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Fig4: Muestreo de una funcién continua f(x).

Por conveniencia en todo lo que sigue, x sera utilizada para representar tanto a una variable
discreta como para una variable continua, lo que dependeria del contexto en que se esté
trabajando.

La doble utilizacion de representacion por x se puede hacer definiendo:
1(x)= f(xp +xAx) (4.14)
donde x asume ahora los valores discretos:
0,1, 2,...,N-2,N-1.
Asi, la secuencia:
) s (). f(@2)n f(V = 2). f (W - 1))

sera utilizada para denotar el conjunto de N muestras uniformemente espaciadas de una
correspondiente funcién continua.

Al emplear la notacion descrita, se tiene que el par de TF discreta que se aplica para funciones
muestreadas esta dado por:

F(ﬂ)=§]§.f(x)'e_j2ﬂm/ N (4.15)
x=0
donde u=0,1, 2, ..., N-2, N-1.
F0)= 3 Flo)- o205/ N (4.16)
u=0
parax=0,1,2,..., N-1, N-2.
Los valores de n =0, 1, 2, ..., N-2, N-1 en la TF discreta dada en la ec. (4.15) corresponden a

muestras de la transformada continua en los valores 0, Ay, 2Ap, ...(N-2) Ap, (N-1) Ap.
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Con lo anterior se ha hecho que F(u) represente F(u+Ap), en una notacion similar a la utilizada
para f(x) discreta, con la diferencia que las muestras de F(u) comienzan en el origen del eje de
frecuencia. Puede demostrarse que Ap y Ax se relacionan por:

1
Ay =—— 417
s (4.17)

4.4 Transformada discreta de Fourier en dos dimensiones.

Para el caso de dos variables, el par de TF discreta esta dado por:

g Mond —j2n| Y
Flu)=—=>">" f(x,7)-e (73] (4.18)
MN x=0 y=0
parapn=0,1,2,....,M-2,M-1y v=0,1, 2, ..., N-2, N-1.
M=-IN-1 jor| Y
fley)=Y > Fluv)-e (V) (4.19)
x=0 y=0

parapn=0,1,2,...,M-2,M-1y v=0,1, 2, ..., N-2, N-1.

El muestreo de una funcién continua se realiza ahora con una grilla bidimensional con
espaciamiento de ancho Ax en el eje x y de ancho Ay en el eje y.

Tal como en el caso de una dimension, la funcién discreta f(x,y) representa muestras de la
funcion f(xo + xAx, y, +yAy) paravaloresx=0,1,2,...,M-1 e y= 0,1,2,...,N-1.

Lo mismo es valido para F(u,v).

Los incrementos de muestreo en los dominios espacial y de frecuencia estan relacionados por:

]

Ap——L_ 4.20

H=g (4.20)

Av=—1_ (4.21)
NAy

Cuando el muestreo se realiza mediante un arreglo cuadrado — lo que resulta en significativas
simplificaciones o comodidad — se tiene M=N y:

N=IN-I .
i f —]27z<,ux+vy)/N (4.22)
N x=0 y=0
parap=v=0,1,2,...,N-2,N-1.
N—IN-I
i Flu )27 +vy)/ N (4.23)
N x=0 y=0

parap=v=0,1,2, ..., N-2, N-1.
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Un término 1/N ha sido incluido en ambas expresiones; dado que F(u,v)y f(x,y) constituyen
un par de TF, la agrupacioén de estos términos constantes multiplicativos es arbitraria.

Dado que en la practica lo usual es la digitalizacion en arreglos cuadrados, las expresiones
(4.22) y (4.23) se emplean de preferencia frente a las expresiones (4.18) y (4.19).

Los spectra de Fourier, de fase y de energia de funciones discretas uni y bidimensionales
estan dados —también- por las expresiones (4.5) a (4.7) y (4.11) a (4.13) respectivamente. La
Unica diferencia es que las variables independientes son discretas.

Una diferencia notable respecto al caso de variables continuas radica en que —para variable(s)
discreta(s)- F(u)y F(u,v) siempre existen.

Ejemplo: Para la aplicacion simple de las ecuaciones (4.15) y (4.16) considérese la funcion de
la figura 5(a).
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Fig5: Funcién simple muestreada en el dominio x.

(a) x variable continua.
(b) x variable discreta.

La aplicacion de (4.15) a las muestras resultantes establece la siguiente secuencia de pasos:

F(0)=

if(x)-e"

x=0

|~ A~

LU0+ 1)+ @)+ 1)
= é [2+3+4+4]

=325
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IN~ o 2]
F(]):sz(x) J2me/4
x=0
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3
F(2)==3 f(x)- —Jj4m/4

-2+ ]

Nétese que cada uno de los valores de f(x) contribuye a cada término de la TF discreta. A la

inversa, todos los términos de la transformada contribuyen a formar la transformada inversa al
aplicar la ec. (4.16), en un procedimiento analogo al descrito.

El Spectrum de Fourier se obtiene de la magnitud de cada uno de los términos de la
transformada, esto es:

4.5 Algunas propiedades de la TF en dos dimensiones.

Aunque el interés esta centrado en la transformada discreta en dos dimensiones, los conceptos
o principios sustentados en algunas de las propiedades de interés son comprendidas mas
facilmente si se presentan inicialmente en referencia a la forma continua y unidimensional.

Otra consideracion relevante se refiere al hecho que una de las formas mas utilizadas para la
representacion grafica es a través de funciones de intensidad (véase la figura 2(a)), obviando
las evidentes dificultades de la alternativa “tridimensional” (Fig. 2b).
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Debido a que, para la mayoria de las imagenes usuales, las componentes espectrales
decrecen rapidamente al aumentar la frecuencia, resultan normalmente oscurecidas (pocos
perceptibles) en las funciones de intensidad correspondientes.

Una técnica (practica) empleada para superar la dificultad o inconveniente mencionado
consiste en una compensacion dada por:

D(,u,v): log(l + |F(,u, vl) (4.24)

D(ﬂ,v) definida segun la ec. (4.24) es funcidon no negativa y ademas preserva los valores
nulos en el plano de frecuencia.

El uso del logaritmo resulta en una simplificacion y util reduccion del rango dinamico requerido
para la representacion (nétese la analogia con el uso del decibel para la representacion de
razones o de magnitudes referenciadas).

Una visualizacion del efecto de aplicar la ec. (4.24) se presenta en la figura 6 mediante dos
spectra de Fourier.

| Flu)l
1
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£ 1 { .‘.‘ ; s i f I
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(a) log(1 + |E(u))
1
.5
e | : . : : : u
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
b
(b) | F(u)l
2l
‘10
9;4 """" ‘Ir-" ":’ 'I| :‘ '!-' '.=|' '.!' — u
-4 -3 -3 =1 0 1 2 3 4
(e log(1 + |1F (1))
20,
-.. I
N ; -
* ; . ; + : t ——u
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

(d)

Fig6: Compensacion de despliegue de funciones de intensidad.
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Los spectra originales indicados en (a) y (c), son compensados aplicando la ec. (4.24) y luego
normalizados, esto es, reescalando de modo de mantener el valor maximo. Los resultados
aparecen en (b) y (d), respectivamente.

Particularmente el resultado obtenido en (d) indica claramente que, en un despliegue de
funcién intensidad, los Iébulos laterales seran mucho mas distinguibles (o brillantes) que si se
hubiera utilizado directamente los valores del Spectrum original (c).

Un ejemplo de aplicacién del procedimiento descrito que hace manifiesta la mejora obtenida en
un despliegue de funcion intensidad se presenta en la figura 7, utilizando una imagen de
Saturno.

La gran mayoria de las imagenes que se presentan e las figuras venideras han sido sometidas
al proceso, siempre con el propésito de mostrar mas claramente informaciéon que excede las
posibilidades (de rango dinamico) del sistema de despliegue. También las imagenes
presentadas en la figura 2c y Fig 3 han sido procesadas segun lo descrito.

Fig7: a) Imagen original del planeta Saturno.
b) Despliegue de intensidad del Spectrum sin procesamiento |F(u,v)|.
c) Despliegue de la funcién intensidad del Spectrum procesado D(u,v), reescalado a la misma escala de grises
empleada en b).

Debe tenerse en cuenta que si bien el procesamiento descrito brinda excelentes resultados, su
propdsito es solo mejorar la calidad del despliegue para un observador humano; cualquier
procesamiento de la informacion debe ser realizada sobre el Spectrum original, no sobre el
Spectrum procesado.

4.5.1 Separabilidad

El par de Transformada Directa de Fourier expresado en las ecuaciones (4.22) y (4.23) puede
ser escrito en las formas separables siguientes:

N—i _J27x N J2mvy

e N f(x,y)e_ N (4.25)

x=0 y=0

1
F(ﬂ,V)ZF
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parap,v=0,1,...,N-1y

= J2mux -y J2mvy
f(x,y)=ﬁ e NN Fluve N (4.26)
u=0 y=

parax,y=0,1, ..., N-1.

La principal ventaja —para los propdsitos de interés- de la propiedad de Separabilidad radica en
que tanto F(u,v) como f(x,y) pueden obtenerse en dos pasos por aplicacién sucesiva de la

Transformada de Fourier unidimensional o de su inversa.

La posibilidad descrita se puede hacer evidente expresando la ec. (4.25) como:

IR _J2mux
F(,u,v):NZF(x,v)e N (4.27)
x=0
donde
] N—] _Jj2mvy
F(x,v)=N ~ flay)le N (4.28)
y=0

Para cada valor de x, la expresiéon entre paréntesis cuadrado es una transformada
unidimensional con valores de frecuencia v = 0, 1, 2, ..., N-1. Entonces, la funcién
bidimensional F(x,v) se obtiene tomando la transformada a lo largo de cada fila de f(x,y) y
multiplicando el resultado por N.

El resultado deseado, F(u,v), se obtiene tomando la transformada a lo largo de cada columna
de F(x,v), tal como se indica en la ec. (4.27).

El procedimiento se puede graficar segun se indica en la figura 8:

N-1
(0,0) (N-1). (0,0) (N-1)= y (0,0) ( )=V
f(x,y) T de filas F(x,v) T.de columnas | F(1v)
(N-1) Multip. por N (N-1) (N-1)
,V v v
X X M

Fig8: Procedimiento de calculo de la TF discreta en dos dimensiones como una serie de transformadas
unidimensionales.

Debe notarse que igual resultado se obtiene si se forma primeramente las transformadas a lo
largo de las columnas de f(x,y) y luego a lo largo de las filas del resultado primero.

Lo descrito es igualmente valido para implementar el procedimiento de obtenciéon de la
transformada inversa segun la ecuacion (4.26).
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4.5.2 Traslacion

La propiedad de traslacion del par de T.F. se expresa por:

Fe 2PN ) (4.29)

Flr=p03— yp) & Fluvle 2 I N (4.30)

donde la flecha (<) se usa para indicar la correspondencia entre una funcién y su T.F. (y
viceversa), como se presentan en las ecuaciones (4.9) y (4.10) o en las ecuaciones (4.22) y
(4.23).

La ecuacion (4.29) muestra que al multiplicar f(x,y) por el término exponencial indicado y
obteniendo luego la transformada del producto , se produce un desplazamiento del origen en el
plano de la frecuencia al punto (uo, Vo).

De igual forma, la ecuacion (4.30) muestra que al multiplicar F(u, v) por el término exponencial
anotado y obtener luego la transformada inversa del producto, se produce un desplazamiento
del origen del plano del espacio al punto (X, Yo)-

En gran parte de los procedimientos que se describen mas adelante se hara uso intensivo de
esta propiedad con pg = vg = N/2.

Para el caso anotado se tendra:
ejZ;r(,u[)x+v0y)/N _ ejyr(x + y)

oy

fley)=0)**Y @F[ﬂ—%,v—gj (4.31)

Asi, el origen de la T.F. de f(x,y) puede ser desplazado hasta el centro de su correspondiente
cuadrado de N x N en frecuencia simplemente multiplicando f(x,y) por (-1)”Y. En el caso
unidimensional el procedimiento se reduce a multiplicar f(x) por el término (-1)".

Debe notarse, en la ec. (4.30), que un desplazamiento en f(x,y) no altera la magnitud de su
T.F. puesto que:

Flu,v)e j27z(,ux0 +vy0)/N =|F(,u,v] (4.32)

La observaciéon anterior es un elemento que debe tenerse siempre presente dado que el
analisis visual de la transformada —presentada como funcién intensidad- brinda solo
informacion de su magnitud.

4.5.3 Periodicidad y simetria conjugada.

La T.F. discreta y su inversa son periddicas, con periodo N, esto es:

F(u,v)=F(u + N,v)=F(u,v+ N)=F(u+ N,v+N) (4.33)
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La demostracion se puede hacer por sustitucion directa de las variables por (u+N) y (v+N) en la
ec. (4.22).

Aunque la ec. (4.33) indica que F(u,v) se repite a si misma para un ndmero infinito de valores
de p vy v, solo se requiere los N valores de cada variable en cualquier periodo para obtener
f(x,y) a partir de F(u,v). En otros términos, basta un periodo de la transformada para tener
completa especificacion de F(u,v) en el dominio de la frecuencia. Similares comentarios son
validos para f(x,y) en el dominio espacial.

La T.F. también presenta simetria conjugada:

Flu,v)=F * (= u~v) (4.34)
0, lo que es mas interesante:

|F(,u, vl = |F(— ,u,—vl (4.35)

Tal como ha sido mencionado, el interés se centra normalmente en desplegar la magnitud de
la T.F. para propdsitos de interpretacion. Para analizar las implicancias de las ecuaciones
(4.33) y (4.35) en el despliegue de magnitud de la transformada conviene —por simplicidad-
considerar primeramente el caso unidimensional donde:

Flu)=F(u+N) y

La propiedad de periodicidad indica que F(u) tiene un periodo de largo N, y la propiedad de
simetria muestra que la magnitud de la transformada esta centrada en torno al origen, tal como
se muestra en la fig 9:

[F(u)]

g ettt | . 5, Wttt st oty e " i i W it
~N/f2 0 N2 N-l = =N
}e———— one period ——]
(a)
[F(u)
frtoee A R il s’y u
0 NJ2 N-1

L——-— one period —-——-!

t
Fig9: Propiedades de la periodicidad y simetria.
a) Spectrum de Fourier con semiperiodos espalda con espalda en el intervalo (0,N-1)
b) Spectrum desplazado mostrando un periodo completo en el mismo intervalo.
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De la observacion de la figura y de los comentarios anteriores se concluye que las magnitudes
de la transformada, valores desde N/2 hasta N-1 son imagenes de los valores en el
semiperiodo a la izquierda del origen. Dado que la T.F. discreta ha sido formulada para valores
de p en el intervalo (O,N-1), se observa que el resultado de tal formulacién genera dos
semiperiodos en dicho intervalo, los que estan espalda contra espalda.

Para obtener el despliegue o visualizacién de un periodo completo basta con desplazar el
origen de la transformada al punto u=N/2, como se muestra en la figura 9b. El desplazamiento
se logra facilmente, multiplicando f(x) por (-1)* antes de obtener la transformada.

Lo anterior es extensible para magnitudes de la T.F. discreta en dos dimensiones, caso en que
resulta muy necesario efectuar el (doble) desplazamiento hasta el punto de frecuencia
(N/2,N/2). La interpretacion resulta dificil si no se efectia el desplazamiento, como se muestra
en la fig10.

Fig10: a)lmagen de muestra simple.
b) Spectrum de Fourier sin desplazar.
c) Spectrum de Fourier desplazado hasta el centro del plano (cuadrado) de frecuencia.

Nétese cuanto mas ilustrativa —a la inspeccidn visual resulta la imagen ¢) en comparacion con
b).

4.5.4 Rotacién.
Si se introducen coordenadas polares:
x=rcos(0) y=rsen(d) p=wcos(¢) v=wsen(d)

entonces f(x,y) y F(u, v) se convierten en f(r,0) y F(w,d), respectivamente. Se puede demostrar,
por sustitucién directa tanto en el par de TF continua como discreta, que:

f(r,0+6,)= Flo,¢+4¢,) (4.36)

En otras palabras, si f(x,y) es rotada en un angulo 6y, entonces F(u,v) resulta rotada en el
mismo angulo (y viceversa). La fig11 ilustra la propiedad.
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Fig11: Propiedades rotacionales de la T.F.
a) Imagen simple.
b) Spectrum de a), desplazado al centro.
c) Imagen de a) rotada.
d) Spectrum de c), desplazado al centro.

4.5.5 Distributividad y escalamiento.

Se deriva directamente de la definicién de pares de T.F. discreta, que:
S G y)+ £ 0 p)= 3 )+ S0 () (4.37)
y, en general, que:
3 p) ooy 23U (e p)) S (v 0)) (4.38)

es decir, la T.F. y su inversa son distributivas para la suma, pero no lo son para la
multiplicacion.

También se puede demostrar que para dos escalares a y b se cumple:

af (x,y) & aF (u,v) (4.39)
f(ax, by)c> @F(% +£) (4.40)

4.5.6 Valor promedio.

Una definicién ampliamente utilizada del valor promedio de una funcién bidimensional discreta
es:
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=

-1

=

-1

- 1
fley)=—5 f(x.y) (4.41)
N x=0 y=0
sustituyendo n = v =0 en la ec. (4.22) se tendra:
] N-IN-I
-~ flx (4.42)
N x=0 y=0

de donde se obtiene la relacién entre el valor promedio y la T.F:
- 1
Sl y) == F(0.0) (4.43)

4.5.7 Laplaciano.
El Laplaciano de una funcion de dos variables se define:

2 af 6f
=L 2 ) 4.44
Vi flxy)= PaERN o (4.44)

De la definicion de la T.F. en dos dimensiones se deduce:

SV () o —r) (07 +v7 JF () (4.45)
Este operador resulta util al delinear bordes o contornos de una imagen.
4.5.8 Convolucién.

La convolucién de dos funciones f(x) y g(x), que se denota f(x)* g(x), esté definida por la
integral:

ﬂz?f@k@—aﬁa (4.46)

donde « es una variable auxiliar de integracion.

Debido a que la mecanica de la integral de convolucion no es particularmente facil de
visualizar, el uso de la ec.(4.46) se ilustra graficamente mediante dos ejemplos simples:

Ejemplo 1:

Las funciones f(x) y g(x) utilizadas en este ejemplo se muestran en la Figura 4.12 como (a) y
(b) respectivamente.

Previo a la integracién es necesario formar la funcién g(x —«). Esto se muestra en dos pasos
mediante © y (d) en la figura 4.12.

Debe notarse que el procedimiento consiste simplemente en doblar o plegar g(a)en torno al
origen para obtener g(— a) y luego desplazar esta ultima en x.
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Entonces, para cualquier valor dado de x, se multiplica f(a) por el valor correspondiente de
g(x—a) y se integra el producto desde - a +w. El producto de f(a) y g(x—a)es la porcion

sombreada de 4.12(c). Lo anterior es valido para 0 <x <. Dado que el producto es nulo (cero)
para valores de a fuera del intervalo [0,x], se tiene que f(x)* g(x)=x/2, lo cual es simplemente

el area de la region sombreada en la figura 4.12(c).

fla) gla)

12 _l

(a) (®)

&(—a) glx — @)

1/2

1" N [ ] :

+
1 X

(©) @

fle)g(x — @) Slag(x - @)
0=x<] l=x<2
i = ”L: [
o =L
(e) U]
Jx)*g(x)

(2
Fig 4.12: llustracion grafica de la convolucion; las areas sombreadas indican las regiones donde el producto es
diferente de cero.
Para x en el intervalo [1,2] se aplica 4.12(f). En este caso, f(x)*g(x)=(/-x/2). Esto es,
notando que f(a)g(x —a) es nulo (cero) para valores de x fuera del intervalo [0,2], se tendréa:

x/2 0<x<]
fx)*gx)=41-x/2 I1<x<2
0 o.c.

El resultado se indica en 4.12(g).

Un aspecto de la ec. (4.46) que sera util posteriormente involucra la convolucidon de una
funcion f(x) con una funcion impulso 3(x-Xg), lo que se define por la relacion:
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T F(x)5(x = xp Jdx = f(x,) (4.47)

La funcién 3(x-xo) se puede interpretar tendiendo area unitaria en un entorno infinitesimal
alrededor de x, y siendo de valor cero para todo otro x; esto es:

T5(x—x0)dx= Té‘(x—x(,)dx:] (4.48)

-0 Xy

En la gran mayoria de los casos de aplicacion se puede decir que 8(x-X,) se localiza en x = X,.
Por ejemplo si f(x) =A se tendra que Ad(x-xg) es un impulso de fuerza A en x = Xq.

Es practica comun representar los impulsos graficamente por una flecha ubicada en x, y con
una magnitud o altura igual a la fuerza del impulso. La figura 4.13 muestra la representacion de
AS(X-Xo).

»
=X
X = Xp

Fig 4.13: Representacion grafica de Ad(x-Xo).

Ejemplo 2

Supongase ahora que una funcion f(x), como la que se muestra en la figura 4.14(a) se
convoluciona con g(x) = 8(x+T) + 8(x) + 8(x-T), que se muestra en la figura 4.14(b).

Al doblar g(x), deslizarla sobre f(x), y haciendo uso de las ecuaciones (4.46) y (4.47), se
obtiene el resultado presentado en 4.14(c).

Debe notarse que en este caso la convolucion resulta en una “copia “ de f(x) en la localizacion
de cada impulso.
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A fla)
A
- (a)
a Voc
g(a)
T T > (b)
-T 0 +T a
A {0)teg(x)
A
(c)
-T 0 +T #x

Fig. 4.14: Convolucion con funcién impulsos.

La importancia de la convolucién para analisis en el dominio de la frecuencia radica radica en
el hecho que f(x)*g(x) y F(u)G(n) constituyen un par de transformadas de Fourier. En otros
términos, si f(x) tiene la T.F. F(u) y g(x) tiene la T.F. G(u), entonces f(x)*g(x) tiene por T.F.

F(L)G(w).
Lo anterior se establece formalmente por:
S (x)*glx) & F(u)G(u) (4.49)

indicando que la convoluciéon en el dominio x puede obtenerse como la T.F.Inversa del
producto F(u)G(w).

Anéalogamente, la convolucién en el dominio de la frecuencia se reduce a una multiplicacion en
el dominio x, esto es:

f(x)elx) < F(u)*Glu) (4.50)

El par de resultados (4.49) y (4.50), se conocen como el Teorema de Convolucion.
Caso discreto.

Supdngase ahora que, en vez de ser continuas, f(x) y g(x) estan discretizadas en arreglos
maestrales de tamafio A y B respectivamente:

)£, £ @2)ns f (4= 1)}
18(0). (7). g(2)...... g(B - 1)}

Recordando que, como se anota en 4.5.3, tanto la TF discreta como su inversa son funciones
periddicas, en orden a formular el teorema de convolucion para el caso discreto, se puede
asumir que las funciones discretas f(x) y g(x) son periédicas, con algun periodo M. La
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convolucién resultante sera entonces peridédica con igual periodo. La cuestion es como elegir
un valor para M.

Se ha demostrado (analogia con el T. de Nyquist) que, para evitar traslapo debe elegirse
M>A+B-1 (4.51)
El traslape referido se conoce también como error de envolvimiento.

Si M = A+B-1, los periodos seran adyacentes; si M>A+B-1, los periodos resultaran espaciados
entre si, con separacion igual a la diferencia entre My (A+B-1).

Debido a que el periodo asumido (M) debe ser mayor que tanto A como B, el largo de las
secuencias muestreadas debe ser incrementado de modo que ambas sean de largo M. Esto
puede lograrse agregando ceros a las muestras dadas para formar las siguientes (muestras)
secuencias extendidas:

[fx) 0sx<a-1
fe(x)_{o A<x<M -1
g(x) 0<x<B-1
0 B<x<M-1I

ge(X)={

Basados en lo anterior, se puede definir la convolucién discreta de f,(x) y g,(x) mediante:

fox)*g.(x)=D f.(m)g, (x—m) (4.52)

parax=0,1,2,..., M-1.

La funcion convolucién es un arreglo discreto y periddico de largo M, con los valores x =0, 1, 2,
..., M-1 describiendo un periodo completo de f,(x)* g, (x).

La mecanica (operatoria) de la convolucién discreta es basicamente la misma de la
convolucién continua. Las Unicas diferencias estan en que los desplazamientos ocurren en
incrementos discretos, correspondientes a la separaciéon entre muestras, y que la integraciéon
se reemplaza por una sumatoria. En forma similar, las ecs(4.49) y (4.50) siguen siendo validas
para el caso discreto en el que, para evitar error de envolvimiento (wraparound), se usa f, (x) y
su transformada, igualmente ge(x) y su transformada. Las variables discretas x y p asumen

valores en el rango 0, 1, 2, ... M-1.

Ejemplo.

Las consideraciones y planteamientos anteriores se ilustran graficamente en la Fig 4.15 para
convolucién continua y convolucion discreta.

Los diagramas para el caso discreto presentan A muestras, tanto para f(x) como g(x), en el
intervalo [0,1], asi como un periodo asumido de M=A+B-1=2A-1.

Debe notarse que la funcidén convolucién es periodica y que, dado que M=2A-1, los periodos
son adyacentes.
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fla) g(2)
1
1/2
| 1 e T 1 i
(a) (b)
flx)#g(x)
12
| 5 x
(c)
fo(m) g,(m)
i feaseeies
12 |ervennens e
I i > m | 1 2 "
A— A—]
M ——] :'I-fJ
(d (c)
[ (x)eg (x)
112 . -
. I.-"' "'-.“,." -
A S
0]

Fig 4.15: Convolucién continua y convolucion discreta.

Debe haberse elegido M>2A-1 se habria producido una separacién entre los periodos. Es
también importante notar que un periodo resulta descrito completamente por M muestras.

Caso de 2 dimensiones.

La convolucién en dos dimensiones es analoga en su forma a la ec.(4.46).

Para dos funciones de dos dimensiones f(x,y) y g(x,y), se tiene:
Fev)* gley)= [ [ fle Blelx—ay - pladp (4.53)

El teorema de la convolucién para 2 dimensiones esta asi dado por las relaciones:

S )* glx,y) & Fu,v)6(u,v) (4.54)

S, v)g(x,y) = Flu,v)* Gu,v) (4.55)
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La ec. (4.53) es mas dificil de ilustrar graficamente que su similar de una dimension (4.46).

La figura 4.16 presenta un ejercicio basico de las operaciones de doblar, desplazar y
multiplicar requeridas para la convolucion en 2 dimensiones. El resultado de variar las variables
de desplazamiento, x e vy, seria una superficie (2 dimensiones) de convolucién cuya forma
dependera de la naturaleza de las funciones involucradas en el proceso.

La convolucion discreta en dos dimensiones se formula haciendo que f(x,y) y g(x,y) sean
arreglos discretos de dimensiones AxB y CxD respectivamente.

Re, B &, B)

/

@ (a) [ (b)

glx - a,y - f) Mo, Fg(x — o,y — )

T

B 4 * B
i / ¥y 7
¥ < volume = f{x, ¥)*z(x, ¥)
A y—r

(43

-] () (d)

Fig 4.16: llustracion del proceso de convolucion en dos dimensiones.
Tal como en el caso de una dimension, estos arreglos deben suponerse periddicos con algun
periodo M y N en las direcciones x e y respectivamente. El error de envolvimiento en los
periodos individuales de convolucion se previene o evita si se elige:
M>A4+C-1 (4.56)

N>B+D-1 (4.57)

Las secuencias periddicas se forman con periodos que resultan de extender f(x,y) y g(x,y)
agregando ceros (tal como en el caso unidimensional):

flr,y) 0<x<A-1 y 0<y<B-1
0 A<x<M -1 o B<y<N-I

ﬁ&w%{
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( )_ g(x,y) 0<x<C-1 y 0Ly<D-1I
8BV g C<x<M -1 o D<y<N-I

Entonces, la convolucién de dos dimensiones de las funciones (secuencias extendidas)
f.(x,y)y g.(x,v) esta dada por:

M—-IN-1

Sl y)* g (. 0)=D. " fulmn)g (x—m,y—n) (4.58)

m=0 n=0
parax=0,1,2,...,M-1ey=0,1,2, ..., N1

El arreglo de MxN que resulta de la ec. (4.58) es un periodo de la convolucion discreta en dos
dimensiones.

Si My N se eligen segun las ec. (4.56) y (4.57), se garantiza que este periodo estara libre de
interferencias provenientes de otros periodos adyacentes.

Tal como en el caso continuo, en el que se replica el par del teorema de convolucion al pasar
al caso discreto, es una dimension, ahora, en el caso de dos dimensiones, las ecs del teorema
(4.54) y (4.55) también se aplican para el caso discretoconu=0,1,2,...,M-1yv=0,1,2, ...,
N-1. Todos los célculos involucran las funciones extendidas f,(x,y) y g,(x,»).

El interés por el teorema de convolucién se comprendera al tratar el Teorema del Muestreo.

Para aplicaciones practicas, resulta mas conveniente o facil el calculo de la convolucién
discreta mediante el producto en el plano de frecuencia en vez de usar directamente la
ec.(4.58). El procedimiento consiste en calcular las TF de f,(x,y) y g.(x,») usando un

algoritmo para Transformada Rapida de Fourier (FFT: Fast Fourier Transform). Las dos TF
obtenidas se multiplican y luego se obtiene la TF inversa del producto, que corresponde a la
funcién convolucion.

4.5.9 Correlacién.

La correlacion de dos funciones continuas f(x) y g(x), que se denota f(x)o g(x), esta definida
por:

/(x)o glx)= [ fl@)glx +ala (4.59)
Noétese la similitud de la ecuacién (4.59) con la ec. (4.46), siendo la Unica diferencia que no hay
doblado de g(x) en torno al origen. Asi, para realizar la correlacién, simplemente se desliza g(x)

por f(x) y se integra el producto desde -» hasta +«, para cada valor de desplazamiento x.

El procedimiento de la correlacion se ilustra en la figura 4.17:
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fle) (o)

[+4

1 1

(a) (b)
glx +a) fla)e(x + @)
D<x<]
1/2 l;?
(1., I .
T I Y S
(© (d)
Re)glx + ) Rx)og(x)
-1<x<0
1
A 1/2

© ®

Fig. 4.17: llustracion grafica de la correlacion.

Nota: Si f(x) y g(x) son una misma funcién, la ec. (4.59) suele denominarse funcién de
autocorrelacion; si f(x) y g(x) son diferentes, se usa normalmente el término correlacion
cruzada (crossrelation).

La figura 4.17 puede compararse con la figura 4.12 que ilustré el proceso de convolucion.

Para el caso discreto, la funcion correspondiente de la ec. (4.59) es:

S

-1

fox)og (x)= f.(m)g,(x+m) (4.60)

0

3
1

parax=0,1,2,..., M-1.

Los mismos comentarios y conclusiones anteriores referidos a las funciones extendidas
f.(x,») y g.(xy), la periodicidad asumida para dichas funciones y la eleccién de valor para
M, se aplican para la ec. (4.60).

Las similitudes se extienden también al caso de dos variables (dos dimensiones). Asi, si f(x,y) y
g(x,y) son funciones de variables continuas, su correlacion se define por:

fle.y)egley)=[ [ flapels+a.y+ pdadp (4.61)

y para el caso discreto:
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M-IN-1

S0ep)egley)=2">" flmng,(x+m,y+n) (4.62)

m=0 n=0
parax=0,1,2,..,M-1ey=0,1,2, ..., N-1.

Tal como para la convolucién discreta f,(x,y) y g,.(x,y) son funciones extendidas, y My N se

eligen de acuerdo a las ecuaciones (4.56) y (4.57) para evitar error de envolvimiento en los
periodos de la funcién correlacion.

Se puede demostrar que, tanto para el caso continuo como para el caso discreto, se cumple
con el siguiente Teorema de Correlacion:

) gl y) e Flu,v)G" (1,v) (4.61)

[ p)g (x,y) = Flu,v)e G(u,v) (4.62)
donde el asterisco (*) representa el complejo conjugado de la funcion.

Se debe recordar que la interpretacion de las ecuaciones (4.61) y (4.62) para el caso discreto
supone que las funciones —todas- son extendidas y periddicas.

Una de las aplicaciones practicas mas relevante de la correlacién en el procesamiento de
imagenes se refiere al pareamiento de prototipos o plantillas, en problemas consistentes en
encontrar la mejor similitud entre una imagen bajo analisis y un conjunto de imagenes de
origen conocido. Una forma de enfrentar la tarea es calcular la correlaciéon entre la imagen bajo
analisis con cada una de las imagenes prototipo o plantilla. La mayor similitud corresponde a
aquella imagen que genera a una funcién correlacién de mayor valor. Dado que las funciones
de correlacion calculadas son bidimensionales, debe explorarse toda el area para busqueda
del mayor valor.

Tal como en el caso de la convolucién discreta, el célculo de f,(x,y) o g,(x,») es logrado

normalmente en forma mas eficiente trabajando en el dominio de la frecuencia, usando algun
algoritmo de FFT para obtener las transformadas de cada funcién y también la transformada
inversa del producto obtenido.




